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3.10      ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Νόµος  ηµίτονων 

α
ηµΑ

 = 
β

ηµΒ
 = 

γ
ηµΓ

 = 2R 

 
 
2. 
Νόµος  συνηµίτονων  

α
2 = β2 + γ2 – 2βγ συνΑ     και  κυκλικά 

 
 
 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ  

1. 
Τι σηµαίνει επίλυση τριγώνου 
Υπολογισµός των κύριων στοιχείων του (πλευρές – γωνίες) 
 
 
2. 
Μια άλλη γραφή του νόµου των ηµίτονων 
α = 2RηµΑ    και  κυκλικά 
Σηµείωση:   Σηµαντικό ρόλο παίζει η ακτίνα  R. 
 
 
3. 
Πως  ενεργούµε,  ανάλογα µε τα δεδοµένα 
Νόµος  ηµίτονων, όταν δίνονται  i)    µία πλευρά και δύο γωνίες   
                                                      ii)   δύο πλευρές και µη περιεχοµένη γωνία 
 
Νόµος  συνηµίτονων, όταν δίνονται  i)    δύο πλευρές και η περιεχοµένη γωνία 
                                                           ii)   οι τρεις πλευρές 
Σηµείωση:   Αν δεν θέλετε να θυµάστε τις περιπτώσεις, δοκιµάζετε διαδοχικά τους 
                      δύο νόµους. 
 

4. 
Παρατήρηση 
Οι δύο νόµοι (κυρίως ο νόµος των ηµίτονων) χρησιµοποιούνται και στις ασκήσεις 
που εµπλέκουν τις πλευρές και τις γωνίες του τριγώνου. 
Κυρίαρχο ρόλο παίζει η ακτίνα  R. 
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Πλευρά και δύο γωνίες 
Νόµος ηµίτονων 

∆ύο πλευρές και µη  
περιεχοµένη γωνία 
Νόµος ηµίτονων 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να επιλύσετε το τρίγωνο  ΑΒΓ  αν    α = 3 + 1,    Β = 45ο    και    Γ = 60ο  

Προτεινόµενη λύση 
Α = 180ο – Β – Γ = 180ο – 45ο – 60ο  = 75ο  
ηµΑ = ηµ75ο  = ηµ(30ο + 45ο)  
                       = ηµ30ο συν 45ο + συν30οηµ45ο   

                       =  1
2

⋅ 2
2

 + 
3

2
⋅ 2

2
  =  2

4
( 3 + 1) 

α = 2RηµΑ    ⇒    3 + 1 = 2R 2
4

( 3 + 1)    ⇒     R = 2  

β = 2RηµΒ = 2 2 ηµ45ο = 2 2 2
2

 = 2   

γ = 2RηµΓ = 2 2 ηµ60ο = 2 2 3
2

= 6  

 
 
2. 
Να επιλύσετε το τρίγωνο  ΑΒΓ  αν    α = 1,    β = 3 + 1,    και    Α = 15ο  

Προτεινόµενη λύση 

ηµΑ = ηµ15ο  = ηµ(45ο – 30ο)  
                       = ηµ45ο συν 30ο – συν45οηµ30ο   

                       =  2
2

⋅ 3
2

 – 2
2

⋅ 1
2

  =  2
4

( 3  – 1) 

α = 2RηµΑ    ⇒    1 = 2R 2
4

( 3  – 1)    ⇒       

                              2 = R2 ( 3  – 1)    

                              R = 2

3 1−
 = 

2 ( 3 1)

( 3 1)( 3 1)

+

− +
 = 

2 ( 3 1)

3 1

+
−

 = 
2 ( 3 1)

2

+
 

β = 2RηµΒ    ⇒      3 + 1 = 2⋅
2 ( 3 1)

2

+
 ηµΒ          

                                 ηµΒ = 2
2

  ⇒      Β = 45ο   ή    Β = 135ο  

•      Όταν   Β = 45ο,        Γ  = 180ο – Α – Β  
                                             = 180ο – 15ο  – 45ο  
                                             = 120ο  

•      Όταν   Β = 135ο,      Γ  = 180ο – Α – Β  
                                             = 180ο – 15ο  – 135ο  
                                             = 30ο  
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∆ύο πλευρές και   
περιεχοµένη γωνία. 
Νόµος συνηµίτονων 
 

3. 
Να επιλύσετε το τρίγωνο  ΑΒΓ  αν    β = 6 ,    γ = 3 + 1     και    Α = 45ο  

Προτεινόµενη λύση 

α
2  = β2 + γ2 – 2βγ συνΑ       ⇒      

     =  ( 6 )2 + ( 3 + 1)2 – 2 6 ( 3 + 1).συν45ο  

     =  6 + 3 + 2 3 + 1 – 2 6 ( 3 + 1) 2
2

   

     = 10 + 2 3 – 12( 3 + 1) 

     = 10 + 2 3 – 36– 12  

     = 10 + 2 3 – 6 – 2 3  =  4    ⇒     α = 2 

α = 2RηµΑ   ⇒    2 = 2Rηµ 45ο   ⇒    2 = 2R 2
2

    ⇒    R = 2  

β = 2RηµΒ    ⇒      6  = 2 2 ηµΒ     ⇒     ηµΒ = 
3

2
   ⇒    Β = 60ο    ή     Β = 120ο  

•      Όταν   Β = 60ο,        Γ  = 180ο – Α – Β  
                                             = 180ο – 45ο  – 60ο  
                                             = 75ο  

•      Όταν   Β = 120ο,      Γ  = 180ο – Α – Β  
                                             = 180ο – 45ο  – 120ο  
                                             = 15ο  
 
 
4. 

Σε τρίγωνο  ΑΒΓ,  δίνεται ότι    Α = 2Γ,   συνΓ = 3
4

   και   γ = 4. 

Να υπολογίσετε τις πλευρές  α  και  β. 
Προτεινόµενη λύση 

Α = 2Γ    ⇒     ηµΑ = ηµ2Γ    ⇒     ηµΑ = 2ηµΓσυνΓ 

                                                         ηµΑ = 2ηµΓ 3
4                                                                              

                                                        
ηµΑ
ηµΓ

 = 2 ⋅  3
4

    

                                                        
α
γ

 = 3
2

 

                                                        4
α  = 3

2      ⇒      α = 6 

γ
2 = α2 + β2 – 2αβσυνΓ    ⇒      42 = 62 + β2 – 2.6β . 3

4
    

                                                  16 = 36 + β2 – 9β  

                                                   β
2 – 9β + 20 = 0 

∆ = 81 – 80 = 1,      β = 9 1
2
±   =  5   ή   4 
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5. 
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ,   οι πλευρές του είναι διαδοχικοί φυσικοί αριθµοί και η µεγαλύτερη 
γωνία του είναι διπλάσια της µικρότερης.  Να υπολογίσετε τις πλευρές του. 
Προτεινόµενη λύση 
Έστω  α = ν   όπου ν  φυσικός. 
Τότε   β = ν + 1,   γ = ν + 2   και   Γ = 2Α 
Γ = 2Α    ⇒     ηµΓ = ηµ2Α    ⇒     ηµΓ = 2ηµΑσυνΑ  

                                                         
ηµΓ
ηµΑ

 = 2συνΑ 

                                                          
γ
α

 = 2συνΑ 

                                                          
2ν +

ν
 = 2συνΑ 

                                                         
2

2
ν +

ν
 = συνΑ 

α
2 = β2 + γ2 – 2βγσυνΑ    ⇒       

ν
2 = (ν + 1)2 + (ν + 2)2 – 2(ν + 1)(ν + 2) 

2
2

ν +
ν

 

ν
3 = ν(ν + 1)2 + ν(ν + 2)2 – (ν + 1)(ν + 2)2 

ν
3 = ν(ν2 + 2ν + 1) + ν(ν2 + 4ν + 4) – (ν + 1)(ν2 + 4ν + 4) 

ν
3 = ν3 + 2ν2 + ν + ν3 + 4ν2 + 4ν – ν3 – 4ν2 – 4ν – ν2 – 4ν – 4 

ν
2 – 3ν – 4 = 0          ∆ = 9 + 16 = 25           ν = 

3 25
2

±
 = 3 5

2
±  = 4    ή    –1 

Η τιµή  –1  απορρίπτεται, αφού ο αριθµός  –1 δεν είναι φυσικός. 

Για  ν = 4  θα έχουµε      α = 4,     β = 4 + 1,     γ = 4 + 2    
                                        α = 4,     β = 5,           γ = 6    
 
 
6. 
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ,   είναι   β = 2γ   και   Α = 60ο.   Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως 
προς τις γωνίες του. 
Προτεινόµενη λύση 
β = 2γ   ⇒     2RηµΒ = 2.2R ηµΓ   ⇒     ηµΒ = 2ηµΓ    
                                                                 ηµΒ = 2ηµ(Α + Β)    
                                                                 ηµΒ = 2ηµ(60ο + Β)    
                                                                 ηµΒ = 2(ηµ60ο συνΒ+ συν60ο ηµΒ)   
                                                                 ηµΒ = 2(ηµ60ο συνΒ+ συν60ο ηµΒ)   

                                                                 ηµΒ = 2
3 1

2 2

 
συνΒ+ ηµΒ 

 
 

                                                                 ηµΒ = 3συνΒ + ηµΒ 

                                                                 0= 3συνΒ  

                                                                 συνΒ = 0    ⇒      Β = 90ο  
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3

δα
3

∆

Α Β

Γ

7. 
Σε τρίγωνο  ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ,  η διχοτόµος  δα  διαιρεί την υποτείνουσα  α   

σε δύο τµήµατα  µήκους  3  και  3   αντίστοιχα..  Να υπολογίσετε τις γωνίες  Β,  Γ 
και το µήκος της  δα. 

Προτεινόµενη λύση 

Νόµος ηµίτονων στο  τρ. ∆ΑΒ    αδ
ηµΒ

= 
3

45οηµ
 

                                                      δα ηµ45ο = 3ηµΒ 

                                                      δα 
2

2
 = 3ηµΒ 

                                                      δα 
1

2
 = 3ηµΒ 

                                                      δα  = 2 3ηµΒ    (1) 

            Οµοίως στο τρ. ∆ΑΓ        δα  = 3 2 ηµΓ        (2) 
              

(1),   (2)     ⇒     2 3ηµΒ = 3 2 ηµΓ 

                            ηµΒ = 3ηµΓ 

                            συνΓ = 3ηµΓ 

                            
ηµΓ
συνΓ

= 1

3
 

                             εφΓ = 
3

3
     ⇒      Γ = 30ο ,    άρα και  Β = 60ο  

(1)   ⇒     δα  = 2 3ηµ60ο = 2 3
3

2
 = 3 2

2
 

 
 
8. 
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ,  να δείξετε ότι      α2+ βγσυνΑ = β2+ γασυνΒ = γ2+ αβσυνΓ 

Προτεινόµενη λύση 

Νόµος συνηµίτονων      α2 = β2 + γ2 – 2βγσυνΑ 

                                       2βγσυνΑ = β2 + γ2 – α2 

                                       βγσυνΑ = 
2 2 2

2

β + γ −α
 

1ο  µέλος της αποδεικτέας :     α2+ βγσυνΑ = α2 +  
2 2 2

2

β + γ −α
   

                                                                     = 
2 2 2 22

2

α +β + γ −α
 

                                                                     = 
2 2 2

2

α +β + γ
 

Οµοίως για το  2ο  και το  3ο  µέλος της αποδεικτέας 
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9. 

Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνεται ότι  α
β+ γ

 + 
β

α + γ
 = 1.   Να δείξετε ότι  Γ = 

3
π  

Προτεινόµενη λύση 
α

β+ γ
 + 

β
α + γ

 = 1     ⇒       α(α + γ) + β(β + γ) = (β + γ)(α + γ) 

                                              α
2 + αγ + β2 + βγ = βα + βγ + γα + γ2 

                                              α
2 + β2  = βα + γ2 

                                              α
2 + β2 – γ2  = βα     (1) 

Νόµος συνηµίτονων :    γ2 = α2 + β2 – 2αβσυνΓ    ⇒  
                                       2αβσυνΓ = α2 + β2 – γ2 

Η   (1)    ⇒     2αβσυνΓ = αβ     

                        συνΓ = 1
2

 

                        Γ = 
3
π  

 
10. 
Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  δίνεται ότι   γ4 – 2(α2 + β2) γ2 + α4 + β4 = 0.  Να αποδείξετε ότι   

Γ = 
4
π    ή   Γ = 3

4
π   

Προτεινόµενη λύση 
Θεωρούµε τη δοσµένη σχέση σαν δευτεροβάθµια εξίσωση µε άγνωστο γ2.   

∆ = ( ) ( )
2

2 2 4 42 4 α +β − α +β   = 4(α4 + 2α2
β

2 + β4) – 4α4 – 4β4 

                                                      = 4(α4 + 2α2
β

2 + β4 – α4 – β4) 
                                                      = 8 α2

β
2 

                                                      = ( )2

2 2αβ      

γ
2  =  

( )2 22 2 2

2

α +β ± αβ
  =  α2 + 

β
2 ± 2 αβ 

•    Όταν     γ2 =  α2 + 
β

2 + 2 αβ      (1) 
                    Νόµος συνηµίτονων :   γ2 =  α2 + 

β
2 – 2αβ συνΓ     (2) 

                    Από τις   (1),  (2)   συµπεραίνουµε    – 2αβ συνΓ = 2 αβ 

                                                                               συνΓ = –  2
2

   ⇒    Γ =  3
4
π  

•    Όταν     γ2 =  α2 + 
β

2 – 2 αβ      (3) 
                    Νόµος συνηµίτονων :     γ2 =  α2 + 

β
2 – 2αβ συνΓ      (4) 

                    Από τις   (3),  (4)   συµπεραίνουµε     2αβ συνΓ = 2 αβ 

                                                                                συνΓ = 2
2

   ⇒    Γ =  3
4
π  
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11. 
Σε κάθε µη ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ,  να αποδείξετε ότι    
(α2  + β2 – γ2)εφΓ = (β2  + γ2 – α2)εφΑ = (γ2 + 

α
2 – β2)εφΒ 

Προτεινόµενη λύση 

1ο  µέλος =  (α2  + β2 – γ2)εφΓ = (α2  + β2 – γ2) 
ηµΓ
συνΓ

    (1) 

Νόµος συνηµίτονων :   γ2 =  α2 + 
β

2 – 2αβ συνΓ   

                                      2αβ συνΓ = α2 + 
β

2 – γ2 

                                      συνΓ =  
2 2 2

2

α +β − γ
αβ

 

Νόµος ηµίτονων :         γ = 2RηµΓ    ⇒      ηµΓ = 
2R

γ
 

Η  (1)  γίνεται    (α2  + β2 – γ2)εφΓ =  (α2  + β2 – γ2) 
2 2 2

2R

2

γ

α +β − γ

αβ

     

                                                       =  (α2  + β2 – γ2) 
( )2 2 2

2

2R

αβγ

α +β − γ
 

                                                       = 
R

αβγ
 

Κυκλικά για το  2ο και για το  3ο  µέλος 
 
 
 
12. 
Σε κάθε µη ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ,  να αποδείξετε ότι    

α
βγ

 + συνΑ
α

 =   
β
γα

 + συνΒ
β

 = 
γ
αβ

 + συνΓ
γ

  

Προτεινόµενη λύση 

1ο  µέλος = α
βγ

 + συνΑ
α

 =  
2α +βγσυνΑ

αβγ
 

 

                                         =  

2 2 2
2

2

β + γ −α
α +βγ

βγ
αβγ

 

 

                                         =  
2 2 2 22

2
α +β + γ −α

αβγ
  =  

2 2 2

2
α +β + γ

αβγ
 

Κυκλικά για το  2ο και για το  3ο  µέλος 
 
 
 


